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1. Einleitung

Schon seit sehr langer Zeit sind Menschen vom Magnetismus fasziniert. Er konnte al-
lerdings erst durch die quantenmechanische Betrachtung von Festkorpern beschrieben
werden. Dabei wird das Verhalten eines Elektrons als ein Spinfreiheitsgrad auf einem Git-
terplatz des Festkorpers beschrieben. Im Rahmen eines solchen mikroskopischen ,,Spin-
modells* kann der Ursprung des Magnetismus durch den Impuls und den Spin der Elek-
tronen beschrieben werden, die zusammen ein magnetisches Moment bilden, welches sich
in einem externen magnetischen Feld ausrichten kann.

In eindimensionalen Systemen sind bei ausreichend niedrigen Temperaturen Quanten-
effekte besonders ausgeprégt. Daher und durch die Fortschritte bei der Synthetisierung
quasi-eindimensionaler Materialien [39] ist das Interesse an theoretischen Vorhersagen
fiir eindimensionale Systeme sehr grofl. In der Regel ist es aber sehr schwierig, theo-
retische Vorhersagen zu machen, da es sich um wechselwirkende Systeme handelt, die
selten analytisch exakt losbar sind. Daher werden in vielen Féllen numerische Verfahren

angewendet.

Ein grofles Problem bei numerischen Simulation von Quantensystemen ist das expo-
nentielle Wachstum des Hilbertraums. Um diesem Problem zu begegnen, wurde 1992 die
Dichtematrix-Renormierungsgruppe (DMRG) [47, [70, [71] von Steven R. White einge-
fithrt. Diese hat sich zur Berechnung des Grundzustandes eindimensionaler Spin-Systeme
als sehr erfolgreich erwiesen, da der Hilbertraum trunkiert wird, indem lediglich die Zu-
stdnde mit dem grofiten Gewicht, d. h. die wahrscheinlichsten Zusténde, beibehalten
werden. Dariiber hinaus wird durch die Kette , gesweept® (engl. sweep: entlangstrei-
chen), d. h. es wird nicht die ganze Kette am Stiick optimiert, sondern immer ein Platz

nach dem anderen.

Die DMRG wurde zunachst lediglich zur Berechnung von Grundzustanden, Liicken
und Observablen bei T" = 0 benutzt. Dadurch kénnen Phasendiagramme von eindi-

mensionalen Systemen und Leitersystemen sehr effizient berechnet werden. Neuerdings
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versucht man auch zweidimensionale Systeme zu behandeln, st6f3t hier aber sehr schnell

an Grenzen [62].

Seit Mitte der 90er Jahre besteht die Moglichkeit dynamische Grofien, z. B. den Struk-
turfaktor, durch Frequenzraummethoden, beispielsweise die Kettenbruch-Zerlegung [25]
oder den , correction-vector“-Ansatz |37, 54|, der spater als dynamische DMRG (DDMRG)
[29] bekannt wurde, zu berechnen. Dies wurde in Anlehnung an quasi-eindimensionale
Materialien am erweiterten Hubbardmodell angewendet [6].

Zur selben Zeit stellte sich heraus, dass die Zustande, welche die DMRG erzeugt, durch
sogenannte Matrix-Produkt-Zustdnde (MPS) [1, [19] dargestellt werden kénnen |14, 51,
55]. Diese wurden schon frither (z. B. bereits 1968 [5]) unter anderen Namen verwendet

und finden insbesondere in der Quanten-Informationstheorie Anwendung [68].

Erst Mitte der 2000er Jahre wurden die Moglichkeiten, die eine komplette Umformu-
lierung der DMRG im Sinne der MPS bietet, verstanden und ausgenutzt. Eine weitere
Erweiterung — die adaptive zeitabhdngige DMRG (t-DMRG) [13,169, [73] — konnte darauf-
hin entwickelt werden. Damit kann die Zeitentwicklung sowohl in imaginérer als auch
in realer Zeit behandelt werden, wodurch die Bestimmung des dynamischen Struktur-
faktors bei endlicher Temperatur ermdoglicht wurde. Dies ist insbesondere interessant fiir
Neutronenstreuexperimente [57], die bei endlichen Temperaturen stattfinden. In diesen
Experimenten misst man die Anordnung der Spins innerhalb eines Festkorpers durch

Streuung der Neutronen an den Spins und erhélt daraus den Spin-Strukturfaktor [9].

Das Ziel dieser Arbeit ist zum einen die Bestimmung von Spin-Strukturfaktoren ein-
dimensionaler Quantenketten mit Spin S = %, 1 und 2 bei endlicher und unendlicher
Temperatur in Verbindung mit externen Magnetfeldern, wobei der Schwerpunkt bei
den Spin—%—Ketten liegt. Dabei werden auch Systeme mit Dzyaloshinsky-Moriya-Wech-
selwirkung bzw. gestaggertem transversalem Feld betrachtet, welche eine realistischere
Modellierung erlauben. Zum anderen ist es Ziel dieser Arbeit, bestehende Methoden zu
verbessern bzw. einen Ausblick auf moégliche Verbesserungen zu geben. Um dieses Ziel

zu erreichen, wurde eine eigenstiandiges MPS-Programm geschrieben.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Zunichst werden die verwendeten Modelle sowie
verwandte Modelle beschrieben und grundlegende Eigenschaften diskutiert. Anschlie-

Bend werden die MPS detailliert eingefithrt. Um ein Ziel dieser Arbeit, die Berechnung
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der Dynamik bei endlicher Temperatur, erreichen zu konnen, wird die Zeitentwicklung
im Rahmen der MPS benétigt und im Kap. [ eingefiihrt. AnschlieBend werden die im
Kontext dieser Arbeit relevanten Observablen beschrieben. In Kap. [6 wird schliellich der
Algorithmus schematisch erklért und die Verwendung der Scientific Parallel Algorithms
Library (SciPAL) als Matrix-Bibliothek angesprochen. In Kap. [1 werden dann die, mit
dem in Kap. [l beschriebenen Algorithmus erhaltenen, Ergebnisse mit Werten aus der
Literatur und der Arbeitsgruppe verglichen. Den Schluss bildet ein Ausblick auf weitere

Entwicklungen und méogliche Optimierungen.

In dieser Arbeit wird durchgéngig das natiirliche Einheitensystem, das heifit h = ¢ =

kg = 1, verwendet.



2. Modelle

Die Eigenschaften eines Festkorpers werden durch einen geeigneten Hamiltonoperator
beschrieben. Eine Beschreibung, die alle Freiheitsgrade enthalt, ist praktisch nicht um-
setzbar. Deshalb wird zur Beschreibung einzelner Aspekte bzw. Phanomene auf stark
vereinfachte Modelle zuriickgegriffen. In diesem Kapitel werden die in dieser Arbeit ver-

wendeten Modelle eingefiihrt.

2.1. Heisenberg-Modell

Ein Modell zur Beschreibung des Magnetismus von lokalisierten magnetischen Momen-
ten in Festkorpern ist das Heisenberg-Modell [26]. Es wurde 1928 von Werner Heisenberg
eingefiihrt und reduziert die Wechselwirkung zwischen den Elektronen auf die Wechsel-
wirkung zwischen benachbarten Spins auf einem Gitter. In einer Dimension wird es durch
den Hamiltonoperator

-1 o L1

Hiteisenbers = 9 JiSi - Siz1 = 3 J; (Sf 571+ 88t + 5 Aiz+1)

i=1 i=1
beschrieben. J; gibt die Starke der Wechselwirkung zwischen den Plétzen ¢ und ¢+ 1 an.
Zu beachten ist, dass die Summe lediglich bis L —1 geht, da offene Randbedingungen ver-
wendet werden. Im Fall J; > 0 liegt eine antiferromagnetische Kopplung vor und im Fall
J;i < 0 liegt eine ferromagnetische Kopplung vor, diese fithren zu entsprechenden Grund-
zustanden. Sf , Sly und Sf bezeichnen die quantenmechanischen Spin-Operatoren am i-
ten Platz einer Kette der Lange L und erfiillen die bekannten Vertauschungsrelationen
(s. z. B. [12]). Es ist moglich, die Spinoperatoren 5 und SY mittels der Leiteroperatoren

SH und S; auszudriicken:

N 1,4 .
8= (ST +57)
. 1 /4 .
8 = 5 (65-57).
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Damit lésst sich der Hamiltonoperator in die Form
. L—1 1 A A .
HHeisenberg - Z Jz [5 (SZ—FS;l—l + S’L_S’L—Z—l) + SZZSZZ—I—l]
i=1

bringen. Dies hat spater bei der Implementation den Vorteil, dass alle Operatoren

1 i
S+ = §U$+§O'y
.1 i
S = 50'1—50'?4
A 1
2 g,

20’

als rein reelle Matrizen in der S*-Basis ausgedriickt werden kénnen. Hierbei sind die
Matrizen o, o, und o, fiir Spin—% die Paulimatrizen und fiir hohere Spins entsprechende

groffere Spinmatrizen.

2.2. XXZ-Modell

Eine Verallgemeinerung des Heisenberg-Modells, das sogenannte XXZ-Modell, wird be-

schrieben durch

. L—-1 Jz A A A
frxxa = 3 |5 (87800 + 8780) + Au&82,) 2.1)
1=1

Wahrend J; im Heisenberg-Modell die einzigen Parameter sind, kann im XXZ-Modell
eine uniaxiale Richtungs-Anisotropie in z-Richtung mittels der Parameter A; erzeugt
werden. Fir A; = J; erhédlt man wiederum das Heisenberg-Modell. Im eindimensionalen
Fall liefert der Bethe-Ansatz [7] eine analytische Losung 36, 52, [78].
Zusatzlich zur Spin-Spin-Wechselwirkung kénnen Magnetfelder in z- und z-Richtung
eingefiihrt werden:

. L=1 g o L L . .

Hyxz = Y15 (85850 + S Sih) + Au(S785.0] + 3 (hEST + hiS7), (2.2)

i=1 i=1

dabei beschreiben h* und h* die Stérke der entsprechenden Magnetfelder.
Um eine realistischere Beschreibung des Magnetismus innerhalb eines Festkorpers zu

erhalten, kann als weiterer Term die sogenannte Dzyaloshinsky-Moriya-Wechselwirkung
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(DM-WW) [15, 43] in den Hamiltonoperator aufgenommen werden:
. o S
Hpm=>_D;- <Si X Si+1> :
i=1

In einer Dimension kann dies durch ein alternierendes Vorzeichen von h* [18; 150] einge-

fithrt werden:

Z hede Z Jinzge. (2.3)

2.3. Spinlose Fermionen

Das XXZ-Modell kann mittels der Jordan-Wigner-Transformation [31] in ein Modell

spinloser Fermionen tiberfiihrt werden. Der Hamiltonoperator lautet dann:

1S bt o (5 ) - )] S

Hierbei beschreiben ¢ und ¢ die fermionischen Vernichtungs- /Erzeugungs-Operatoren
am Platz 7. Die Besetzungszahloperatoren am Platz ¢ werden durch n; = éj ¢; beschrie-
ben. p; ist das chemische Potential und entspricht der Magnetfeldstiarke A im XXZ-
Modell. Folglich kann iiber u; die Fiullung des Systems geregelt werden.

Entsprechend existiert auch fiir das eindimensionale fermionische Modell eine exakte
Losung mittels des Bethe-Ansatzes. Dartiber hinaus kénnen auch fir dieses Modell dy-

namische Grofien bei endlicher Temperatur mittels der DMRG bestimmt werden [3, 130)].

2.4. Ising-Modell

Das Ising-Modell [28] wurde 1924 von Ernst Ising durch Anregung von Wilhelm Lenz
eingefithrt und kann als Spezialfall des Heisenberg-Modells betrachtet werden, bei dem
die Spins lediglich iiber die z-Komponente wechselwirken. Der Hamiltonoperator ist

gegeben durch:
L—1

Higing = Z Ti8252,,. (2.4)

Da dieses Modell in einer Dimension [28] und in zwei Dimensionen [49] analytisch 16s-
bar ist und es bereits zahlreiche Arbeiten dazu [27, 132, |41] gibt, ist es als Testfall fiir

Vergleichsrechnungen neuer (numerischer) Verfahren sehr nttzlich.
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Das folgende Kapitel enthélt eine Beschreibung der wichtigsten Eigenschaften und Kon-
zepte der Matrix-Produkt-Zustinde (MPS). Die Darstellung orientiert sich stark am
Artikel ,, The density-matrix renormalization group in the age of matrix product states®
von Ulrich Schollwock [56], wobei sich alle Beschreibungen auf Systeme mit offenen

Randbedingungen beziehen.

3.1. Singularwert- und QR-Zerlegung

Innerhalb der Beschreibung der MPS nimmt die Faktorisierung von Matrizen eine we-
sentliche Rolle ein. Im Folgenden sollen zwei verschiedene Zerlegungen naher beschrie-
ben werden: Zum einen die Singuldrwertzerlegung (SVD) und zum anderen die QR-
Zerlegung.

Die SVD ermoglicht es, eine beliebige Matrix M der Dimension m x n zu faktorisieren:
M =USV?. (3.1)

Hierbei hat die Matrix U die Dimension m x min(m,n) und die Matrix VT die Dimen-
sion min(m, n) x n. Die Matrix S ist eine Diagonalmatrix mit min(m,n) Eintrdgen. Die

beschriebenen Dimensionen sind in Abb. 3.1 veranschaulicht.

M | =] U | S Vi M |=| U || s || V!

Abb. 3.1.: Schematische Darstellung der SVD

Dariiber hinaus besteht die Matrix U stets aus orthonormalen Spalten (UTU = 1) und
ist im Fall m < n unitir (UUT = 1). Die Matrix VT besteht aus orthonormalen Zeilen
(VTV = 1) und ist im Fall m > n unitir (VVT = 1). Die Eintrige der Diagonalmatrix
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S sind immer nicht-negativ und iiblicherweis absteigend sortiert. Die Anzahl der po-
sitiven Eintrage von S entspricht dem sogenannten Schmidt-Rang r der urspriinglichen
Matrix M.

Die Frobeniusnorm einer Matrix M ist gegeben durch die Wurzel der Summe der Be-

tragsquadrate der Eintrage M, ;:

DO M2

i=1j=1

[ M| 2=

Die Qualitat der Naherung einer Matrix M mit Rang r durch eine Matrix M’ mit Rang
r" < r wird gemessen an der Differenz der Frobeniusnormen. In [16] wurde gezeigt, dass
die beste Naherung bestimmt werden kann, indem lediglich die groiten r’ Singularwerte
der SVD der Matrix M beibehalten und die restlichen auf Null gesetzt werden. Da-
raufhin sind lediglich die ersten r’ Spalten von U bzw. 7’ Zeilen von VT weiterhin von
Interesse, weshalb die Matrizen entsprechend verkleinert werden kénnen. Fiir eine de-

taillierte Beschreibung des SVD-Algorithmus sei auf ,, Numerical Recipes® [53] verwiesen.

Da man nicht immer an den Singuldrwerten, sondern manchmal lediglich an der Or-
thonormalitdat der Spalten- bzw. Zeilenvektoren interessiert ist, kann anstelle der SVD
auch die numerisch weniger aufwendige QR-Zerlegung verwendet werden. Diese faktori-

siert eine beliebige Matrix M der Dimension m x n in zwei Matrizen () und R:
M = QR. (3.2)

Die unitédre Matrix ) hat die Dimension m x m. Die Matrix R hat die Dimension m x n
und ist eine obere Dreiecksmatrix. In Abb. ist dies schematisch dargestellt.

R

Moo= Q| R M= Qi Q

Abb. 3.2.: Schematische Darstellung der QR-Zerlegung

Im Fall m > n kann die Matrix @) auf die Teilmatrix )7 mit der Dimension n x m

reduziert werden, da alle Zeilen unterhalb der mten Zeile der Matrix R Null sind. Ebenso

!Die eigentliche Zerlegung schreibt diese Sortierung nicht vor. Sie ist aber in den meisten numerischen
Bibliotheken implementiert und wird in der Literatur angenommen.
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konnen die mit Null gefiillten Zeilen der Matrix R vernachléssigt werden. Es ergibt sich

daraufhin die so genannte reduzierte QR-Zerlegung
M = @R,

wobei ()7 die Dimension m x n und R die Dimension n x n hat. ); besteht, wie gefor-
dert, aus orthonormalen Spalten (QIQl = 1). Auch fir die QR-Zerlegung sei fir eine

detaillierte Beschreibung des Algorithmus auf ,Numerical Recipes® [53] verwiesen.

3.2. Matrix-Produkt-Zustande

Matrix-Produkt-Zustande (MPS) bieten die Moglichkeit, den Quantenzustand z. B. ei-
ner Spin-Kette mit Hilfe von Matrizen darzustellen, die jeweils nur einem Kettenplatz

zugeordnet sind. Somit lasst sich der reine Zustand

|77Z)> - Z Co‘1...0'L|0-17"'70-L>7
01,--0L
der als Summe tiber die Basiszusténde |01, ..., o) mit den Koeffizienten ¢,, ,, € C dar-
gestellt ist, als Summe tiber die Basiszustidnde mit einem Produkt von lokalen komplexen
Matrizen M7 darstellen:

llo L]o
|’l/}> = Z Z MO[LO],G,11 e MO[LL}_lL,aL‘O-h SRR JL)'
01,...,0L Q0,---,QL
Die Dimension dieser Matrizen steigt bis zur Mitte der Kette in Potenzen der Anzahl
der moglichen Zustéinde auf einem Platz an. Entsprechend ist die erste Matrix lediglich

ein Zeilenvektor und die letzte lediglich ein Spaltenvektor. Im Spin—% Fall gilt also:
M[l}al c ClXQ, M[Z]o‘g c CQ><4, . M[L—l]O'L,l c C4X2, M[L}UL c CQXl.

Diese Form ist notwendig, damit jedes Produkt aller L Matrizen M1 einem Skalar
entspricht. Da der Platzindex [i] im Folgenden immer dem Zustandsindex von o; ent-
spricht, wird er weggelassen.

Die Beschreibung eines Zustandes |¢)) in dieser Formulierung ist zunéichst tiberdefiniert,
d. h. er ist durch mehr Werte beschrieben als notwendig. Dennoch hat diese Vorgehens-
weise deutliche Vorteile. Zum einen ist der direkte Zugriff auf die Beschreibung eines

einzelnen Kettenplatzes moglich und zum anderen kann der Uberdefinition, wie in Kap.
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3.2.2 beschrieben, mit einer ,, Kompression“ begegnet werden.

3.2.1. Links-/Rechts-Normierung

Matrix-Produkt-Zustidnde werden unterschieden in links-, rechts-, gemischt- und nicht-
normierte MPS. Ein nicht-normierter Zustand wurde bereits in Kap. gezeigt und
besteht aus den Matrizen M7:. Ein links-normierter MPS besteht aus den Matrizen A%,
welche den Matrizen M entsprechen, d. h. dass sie den gleichen Zustand beschreiben,

jedoch die Bedingung fiir die links-Normierung 3°,, A%t A%t = 1 erfiillen:

|’l7Z)>: Z AUI"'A0L71M0L|0'1,...,0'L>.
O1,..,0],
Ein rechts-normierter Zustand besteht aus Matrizen B?, welche ebenfalls den Matrizen

M?# entsprechen, jedoch die Bedingung fiir rechts-Normierung >-, B Bt = 1 erfiillen:

|?/}>: Z MUIBOQ"'BUL|O'1,...,O'L>.
T1,-0L,
Ein gemischt-normierter Zustand besteht sowohl aus Matrizen A% als auch aus Matrizen
B
W)y = > AT ATIMOIBYIH Bl oy, L op).

01,01
In allen Varianten ist eine Matrix M? enthalten, die keine der beiden Normierungs-
bedingungen erfiillt. Diese ist in der Regel notwendig, da es mit den oben genannten
Zerlegungen nicht moglich ist, dass alle Matrizen entsprechende Normierungsbedingun-
gen erfiillen.
Um einen nicht-normierten MPS in einen links-normierten MPS zu tiberfithren, wird auf
der linken Seite, also auf dem ersten Kettenplatz, begonnen. Zunéachst miissen alle Ma-
trizen, die den zu bearbeitenden Platz représentieren, zusammengefithrt werden. Hierzu
werden die Matrizen fiir jedes o; untereinander angeordnet

M7 — M(O'ivai—l)yai

Aj—1,04

(s. Abb. B3) und als eine Matrix M* interpretiert. Es handelt sich bei dieser Operation
um die Darstellung eines Tensors vom Rang drei als Matrix.

AnschlieBend wird eine der beiden beschriebenen Zerlegungen auf die Matrix M*® an-
gewendet, um eine links-normierte Matrix Ul (3I) bzw. QU (32) zu erhalten. Diese

10
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Mt
M Vi

MTi Mti N

Abb. 3.3.: Schematische Darstellung des Zusammenfiigens aller Matrizen eines Platzes, am
Beispiel einer Spin—% Kette.

wird entsprechend der vorherigen Zusammenfiithrung wieder aufgeteilt und ersetzt damit
die urspriinglichen Matrizen M7 mit den links-normierten Matrizen A% . Die Matrizen
SU. V1l bzw. R werden an jede Matrix M7+t des nichsten Kettenplatzes multipliziert.
Dieses Produkt ergibt die neuen Matrizen M7i+1.

Dieses Vorgehen kann folgendermafien zusammengefasst werden:

W) = Y > MZ L, MP, M oy, ..., 0n)

O1,..4,0, QQ0,...,A],
_ M. 7\[02 . ]\{UL | >
- Z Z (01,a0),a1 Y ay a0 ar—1,ar O1y--+,0L
O1,-;0L Q0;--,QL

~ on
My ay

Ulor.a0),s1 Ssr.1 Ve o M2, falls SVD

o 81,81 7 81,a1 ai,az o3
- R, o M falls QR aray 1015 0L)
01500 G0s-ns@L, S1 Q(017a0)751 s1,a1 gy ao  falls Q
—_———
M§127a2

= > o AR GMZ M oo,
O1 0L 00815020,

Analog wird mit den folgenden Platzen verfahren, bis die letzten Matrizen M°% durch
die Matrizen M~ ersetzt sind.

Entsprechend kann auf der rechten Seite begonnen werden, um einen rechts-normierten
MPS zu erhalten. Allerdings ist es dann fiir die QR-Zerlegung notwendig, die zusam-
mengesetzte Matrix M(,, 40),0, vor der Zerlegung und das Matrixprodukt QR nach der
Zerlegung zu transponieren, um die Orthogonalitit des rechten Faktors der Zerlegung

zu gewahrleisten:

T

a;—1,(0i,a;)

= QR _, (an = (R'Q")
= ZRL—hSiQL,(Omai)

Si

M?i = Mai—17(0i7ai) - (MT)

ai—1,05

a;—1,(04,a;)

11
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3.2.2. Kompression eines MPS

Der entscheidende Vorteil der MPS-Schreibweise liegt, neben der Ubersichtlichkeit, darin,
dass die Matrizen , komprimierbar® sind. Das heifit, die Matrizen kénnen, entsprechend
der Normierung, mittels der SVD kontrolliert verkleinert werden, indem lediglich die

grofiten y Singuldrwerte zur Approximation verwendet werden:

Rang(A“%)

o _ f
Aaz,l,ai = Z U(0i7ai—1)78i58i78iv;i,a¢

s;i=1

x<Rang(A“%)

Z U(Uz',aiﬂ),sissmsivji,ai'

s;=1

Q

Wichtig ist hierbei, dass der MPS normiert ist, bevor er komprimiert wird. Ist dies nicht
der Fall, so ist die Kompression nicht optimal, da die falschen Zustidnde vernachléssigt
werden.

Als Kontrollgrofie dient das vernachlassigte Gewicht e: Dies wird bestimmt durch die
Summe der Quadrate der Singularwerte, die bei der Verkleinerung verworfen werden.

Sei die Matrix A% die Komprimierte der Matrix A%, dann gilt:

x<Rang(A%) Rang(A%:)
ATi _ T [ — 2
Aai—lyai - Z U(Ui7ai—1)7SiSSi78i‘/;¢,ai7 €= Z Ssiysi'
si=1 si=x+1

Damit das vernachlassigte Gewicht eine vorgegebene Schranke nicht iiberschreitet, wird
die maximale Dimension y, welche angibt, wie viele Singuldrwerte beibehalten werden,
bei Bedarf erh6ht. Um den Aufwand zu reduzieren, kann auch das gesamte vernachlés-
sigte Gewicht €z verwendet werden. Dies beinhaltet die Summe der vernachlassigten

Gewichte einer Kompression, das heif3t:

L .
€ges. = Z elil,

Mit den Quadraten der Singularwerte kann nicht nur das vernachlassigte Gewicht be-
stimmt werden; sie sind dartiber hinaus die Eigenwerte der reduzierten Dichtematrix der
Bipartition, die durch den Schnitt an der Position ¢ definiert ist. Daraus kann wiederum

die Verschrankungsentropie

Sap(|¢)) = —Trpalog, pa = — > s2log, s.
a=1

12



3. Matrix-Produkt-Zustande

bestimmt werden.

3.2.3. Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Zustédnde |¢) und [¢)) in MPS-Darstellung ist gegeben durch:

(Plvy=" > >« 01,...,02\M”1*-~-M‘7/L*M‘71-~-M‘7L\01,...,0L>.

Opyees0p OO

Da es sich bei den o; und o, um orthogonale Basisvektoren handelt, reduziert sich die

Doppelsumme zu einer einfachen Summe:

(P = Z MO o MOL* MO ... ML

O15:0p,

Der Aufwand zur Auswertung dieses Ausdrucks steigt exponentiell mit der Kettenlédnge.
Transponiert man die Matrizen des MPS |¢), so miissen die Summen nur noch iiber
jeweils drei Matrizen ausgefiihrt werden, weshalb der Aufwand polynomial zur Ketten-

lange ist:

Ol6) = 3 H ( y (Z et (z MmMm> M"?) ) e

o o
O'L 2 1

3.3. Matrix-Produkt-Operatoren

Analog zu den MPS koénnen Operatoren als Matrix-Produkt- Operatoren (MP(?Q be-

schrieben werden. Diese bestehen aus komplexen Tensoren W, %" b .., vom Rang vie

0= STOWn LW oy, L o) o, o).
OO,

/ /
0159,

Die Dimensionen dieser Matrizen W% sind abhéngig vom Operator. Lediglich die erste
und die letzte Matrix sind wie bei den MPS Zeilen- bzw. Spaltenvektoren, da das Pro-
dukt [T; W77 einen Skalar ergeben muss.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, einen Operator als MPO darzustellen. Die Darstel-
lung der Zeitentwicklungsoperatoren als MPO wird in Kap. M erortert. Fiir die Darstel-

lung eines Heisenberg-Hamiltonoperators gibt es eine kompakte Schreibweise, welche in

2 Auch hier wird, der Ubersichtlichkeit halber, auf den Platzindex verzichtet.

13



3. Matrix-Produkt-Zustande

[56] ausfiihrlich angegeben ist.

i des S*-Operators am
50141

Als Beispiel fiir einen einfachen MPO seien die Tensoren W;
Platz k in MPO-Schreibweise gegeben:

e 05 01 € CY Vi k
| (lSFey et =k

Ein MPO O kann platzweise auf einen MPS |t)) angewendet werden, ohne dass die
Struktur des MPS zerstort wird:

Oy = > W Weriloy, ... o) o), .. ol | M- Moo, o)
050
00,
= Z Weio1 WeLoL MO M0/L|0-1’ 7UL>
OO
oo,

/ / ! !
_ Wf‘71‘71 7\[‘71 IV"L"L Z‘[UL
- Z Z ( by»b; ‘107‘11) e < br_1:b aL17aL> |o‘1, Y UL)

0'3 ..... O'IL bO ..... bL 01-)1 b o
(0:20),(b1,01) (br—1.ap—1):(br.ar)
. ag o
= Y N%---N%oy,...,0p).
150,

Bei dieser Operation wachsen allerdings die Dimensionen der Matrizen des MPS am

Platz 7 um den Faktor der Dimension der Matrizen des MPO am selben Platz.

3.4. Observablen

Um Observablen (O) zu berechnen, gibt es zum einen die Moglichkeit einen MPO O auf
einen MPS [¢) anzuwenden und anschlieBend das Skalarprodukt mit dem urspriinglichen
MPS (| auszuwerten:

(0) = (Wld), |) =Ol).

Zum anderen kann das Skalarprodukt unter Einbeziehung eines Operators O berechnet

werden:
(0) = (¥|Of).

Die zweite Methode ist effizienter, da der MPS nicht vergroflert wird, sondern lediglich

fiir jeden Platz iiber einen Index ¢! mehr summiert und mit einem Skalar O%% € C

14



3. Matrix-Produkt-Zustande

multipliziert werden muss:

<¢‘w> = Z O°LoL Mot ( (Z 0°23 ) [oat (Z O°1°1 pfoit []1] M”l) M%) ) MPr.

/ / /
01,07, 09,04 0,01

A

Es ist jedoch mit dieser Variante nicht moglich, die Korrelationsfunktion (57 (1) Sz 12(0))
zu berechnen, da hierfiir der MPS |¢)) = 5% 12(0)[¥)) zeitentwickelt werden muss (s. Kap.

52).
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4. Zeitentwicklung

In diesem Kapitel wird die Zeitentwicklung eines MPS mittels eines MPO beschrieben.
Auch hier orientieren sich die Darstellungen stark und zum Teil strikt am Artikel ,, The
density-matrix renormalization group in the age of matrix product states” von Ulrich
Schollwock [56].

Formal muss die zeitabhédngige Schrodingergleichung fiir einen — in diesem Fall — zeit-

unabhangigen Hamiltonoperator H gelost werden:

0 A
Zaw)at) = HW)at)

Die formale Losung dazu lautet:

[, ) = e}, 0).

Da der Hamilton-Operator H im Fall des XXZ-Modells (s. Gl. (ZI))) ausschlielich aus
Néchste-Nachbar-Wechselwirkungen besteht, kann er in Bondoperatoren hi aufgeteilt

werden: L
~ — Jz AL A A A Ay A 2
frexe = 3 |5 (87500 + 8780) + 88| = S

i

hi

Somit ergibt sich aus der formalen Losung:

W}v f}> _ efz'HXXZtW}7 0> _ 672‘ Zf*l hit

,0).

4.1. Suzuki-Trotter-Zerlegung

Die Summe der Bondoperatoren h; ist in der Praxis nicht diagonalisierbar. Daher wird
eine Suzuki-Trotter-Zerlegung [63] angewendet, fiir die die Zeit diskretisiert werden soll-
te, um den entstehenden Fehler zu minimieren, d. h. t = NAt.

Benachbarte Bondoperatoren kommutieren nicht, [}ALZ, iALZ-H} # 0. Allerdings kommutieren

16



4. Zeitentwicklung
alle Bondoperatoren auf geraden bzw. ungeraden Kettenplitzen miteinander
[}Al% }Al2(i+1)} =0= [}AlQi—i—la }Al2(z‘+1)+1} ;

weshalb diese zusammengefasst werden kénnen. Das heifit ﬁungerade => }ALQZ-H wirkt
ausschliellich auf Bonds mit ungeradem Index und ﬁgerade =3 ho; ausschlieBlich auf
Bonds mit geradem Index. Dies ist in Abb. 1] dargestellt.

1 2 3 4 5 6
o L L @ L L]

A ~

t'ungerade = hl j_ h3 j_ hS
ngrade = h2 + h4

Abb. 4.1.: Darstellung der Zerlegung des Hamiltonoperators H in flungemde und ﬁgerade

Die Suzuki-Trotter-Zerlegung erster Ordnung ist gegeben durch:

efzﬁm _ H efilaiAt + O(Atz) _ efuflgeradeAtefz‘ﬁungemdem + O(At2).
i

Da der Fehler durch die Suzuki-Trotter-Zerlegung O(At"*1) betrigt, wobei n die Ord-
nung der Zerlegung darstellt, ist auBlerdem die Suzuki-Trotter-Zerlegung vierter Ordnung

welt verbreitet:

e A — (AT (AL) U (At) U (Ato)U (A + O(A)

mlt U(Atl) — efif{ungeradeAti/267iﬁgeradeAti/267if{ungeradeAti/2’ Wobei Atl — AtQ — 4Ail und
—43
Aty = At — 4At; ist. Die daraus folgenden 15 Operatoren kénnen zu elf Operatoren

zusammengefasst Werde:

e_iI:IAt — 6_iﬁungeradeﬁAte_iﬁgerade%Ate_iﬁungerade%Ate_iﬁgerade%At . (41)

- 73 A-3 - 7y A—4 - 7y A-3 - 7y
e_ZHungeradeWAte_ZngradeTAte_ZHungerade WAte_Zngrade %At .

6_iﬁungerade % Ate_'uflgerade % Ate_'uflungerade ﬁ At + O ( At5 )

mit A =4 — 43.

!Die Herleitung von Gl. (1)) befindet sich im Anhang [Al
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4. Zeitentwicklung

4.2. Matrixexponentialfunktion

Bisher wurden die Operatoren h; betrachtet. Fiir die weiteren Ausfithrungen werden
allerdings Matrizen h; benétigt, welche die Operatoren darstellen und nach ihnen be-
nannt sind. Um dies zu erreichen, kénnen die Bondoperatoren h; in einer Basis, hier der
S*-Basis der Pléatze ¢ und ¢ + 1, dargestellt werden:

/

R = <O-i0-i+1‘ili‘azo-z{+1>'

(0i0i+1)7(‘7§‘7§+1)

Der nachste Schritt ist die Berechnung der Matrixexponentialfunktion des lokalen Zeit-

ihildt guf dem Bond 1.

entwicklungsoperators e~
Die Potenzreihe der Matrixexponentialfunktion ist analog zur reellen Exponentialfunk-

tion definiert als:

o k 212
A (tA) B t°A
e _I;OT_]HUH TR

Da jede diagonalisierbare Matrix A eine Zerlegung der Form UDUT besitzt, bei der die
Matrix U unitdar UTU = 1 = UU' und die Matrix D eine Diagonalmatrix ist, kann die

Potenzreihe geschrieben werden als:

2 (uput)’

VDU 1 U DU + o

1

2 T
2D D
= UU'+UtDU' + U%UT .

t2D?
= U(]l+t+ N -~->UT

UetPUT.

Die Matrixexponentialfunktion einer Diagonalmatrix kann wiederum gebildet werden,
indem auf die Eintrdge der Diagonale die Exponentialfunktion angewendet wird. Somit

kann der Zeitentwicklungsoperator ausgedriickt werden durch:

exp(—iDﬂAt)
bt _ g exp(—z’Dg}zAt) lit (4.2)

Hierbei sind D][Z]j die Eintrage der Diagonalmatrix.
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4. Zeitentwicklung

4.3. Purifikation eines gemischten Zustandes

Um die Zeitentwicklung bei endlichen Temperaturen berechnen zu kénnen, muss zu-

satzlich zur Realzeitentwicklung et eine Imaginarzeitentwicklung e—BH durchgefiihrt
werden. Hierzu wird die thermische Dichtematrix pg eines Quantensystems bei einer

Temperatur T = % benoétigt. Diese ist zusammen mit der Zustandssumme Z(3) gegeben
durch:

ps =1/ Z(B).
Mittels einer ,Purifikation“ |46, 165, [66] eines gemischten Zustands kann diese Dichte-
matrix als reiner Zustand eines erweiterten Quantensystems dargestellt werden. Um das
Quantensystem zu erweitern, wird jedem physikalischen Platz ein Behelfsplatz zugeord-
net und somit das Gesamtsystem verdoppelt. Im eindimensionalen Fall wird entspre-
chend aus einer Kette mit L Plitzen eine Leiter mit L Sprossen (s. Abb. L2).

maximal
verschrankter

Zustand
1 3 5 /\/
physikalische Platze

H

Abb. 4.2.: Darstellung der Kette als Leiter. Die Nummerierung gibt den Platz in der Kette
an. (nach [56])

Behelfsplatze

Ein entsprechend zusammengesetzter Zustand [¢) ist gegeben durch die physikalischen

Zusténde |a) p und die Behelfszusténde |a) p:

T

1Y) = sala)pla)s,

a=1

woraus durch die partielle Spur der Dichtematrix beziiglich des Behelfsraumes der phy-

sikalische Zustand gegeben ist:
pp = Trp|i) ().

Da der Hamiltonoperator H lediglich auf die physikalischen Plitze wirkt, kann er als
Hp ®1 5 ausgedriickt werden. Die Zustandssumme ist gegeben als Z (B) =Trp e~ und
die Identitét kann mit I = Z(0)py beschrieben werden. Wobei py = Trp|ts—o) (¢s—o]

durch einen Zustand |¢s—¢), der weiter unten beschrieben wird, definiert ist. Damit
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4. Zeitentwicklung

kann die Dichtematrix pg beschrieben werden als:

ps = e PH)Z(B)
R S-S PR ¥
= Z(ﬂ)e 1le
O

Z(P)

Da % lediglich ein Skalar ist, ist der Zustand bei einer Temperatur 7' = 1/ gegeben
durch:

) = e 2 |¢).

Wenn die Imaginarzeitentwicklung bis zu einer Imaginérzeit fin,s durchgefithrt wird,
2

timag

bedeutet dies, dass die erreichte Temperatur 7' = betragt.

Zwischen der physikalischen Kette und der Behelfskette werden maximal verschrankte
Zustande [1); o) als Startzustand gewéhlt. Diese reprasentieren ein System bei unendlicher
Temperatur und lassen sich fiir jeden physikalischen Platz bzw. jede Sprosse ¢ direkt

aufstellen: .
|1/1z‘,0> = zg: ﬁ|0>2i71‘0>2i-

Hierbei ist |0)9;_1 der Zustand am physikalischen Platz 2i — 1, |o)s; der Zustand am
Behelfsplatz 2 und d die Anzahl der moglichen Zusténde pro Platz. Fir eine Spin-1-
Leiter (¢ € {—1,0,1}) sei hier eine beispielhafte Anfangskonfiguration eines MPS [¢))

bei unendlicher Temperatur gegeben:

|Q/}>: Z MUI---M0L|0'1,...,O'L>.
g1

----- oL

M= (100) M» =(0 10) M»**=(0 0 1)

% 0 0

M1z — 0 MO2 — % M2 = | 0
1

0 0 7

Da die physikalischen Platze jetzt nicht mehr benachbart sind, wird die urspriingliche

Nichste-Nachbar-Wechselwirkung des Hamiltonoperators zu einer Ubernéchste-Nach-
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4. Zeitentwicklung

bar-Wechselwirkung:

JQZ 1

- L1
Z { ( 515541 + S5 1521+1) + D155 22i+1} = Z hi.
Allerdings wirkt der Hamiltonoperator nicht auf Behelfsplatze, weshalb der Bondopera-

tor wieder auf eine Zweizustandsmatrix reduziert werden kann:

h[zi2i—lo2i+1)’(géz ) = (09110411 1il0%_10%;41)- (4.3)

Somit ist der Zeitentwicklungsoperator weiterhin durch Gleichung (£.2)) beschrieben.

4.4. MPO-Darstellung des Zeitentwicklungsoperators

Um aus einem Zeitentwicklungsoperator (2] fir ein gegebenes Zeitintervall At einen
MPO zu konstruieren, muss dieser zunachst erweitert werden. Dies ist notwendig, da der
MPO am Behelfsplatz mit Index 2i nicht wie am Behelfsplatz mit Index 2¢ 4 2 der Iden-
titatsoperator ist. Auflerdem missen die Basisvektoren und damit die Matrixelemente
umgeordnet werden:
ZEZ‘]’%—Wéwl%i"éi)v("5¢+1"é¢+1) B ZEZ}’%A%H)7("51—1(’§i+1)502“0/21'.

Da das Zeitintervall At bereits beim Erstellen des Zeitentwicklungsoperators feststehen
muss, wird es hier nicht weiter als Variable behandelt. Im Folgenden wird der erweiterte
und umsortierte Zeitentwicklungsoperator Z; mittels zweier SVD derart zerlegt, dass
Matrizen W% resultieren, die lediglich die Anderung auf einem Platz j beschreiben.
Der Lesbarkeit halber sei an dieser Stelle ¢ = 1 angenommen. Entsprechend werden
die Matrizen, welche die Wechselwirkung zwischen dem ersten und dritten Platz (bzw.
dem ersten und zweiten physikalischen Platz) der Kette beschreiben, hier exemplarisch

formuliert:

[1] 1 SVD 2 140
(01‘7/102‘7§>7(‘730/3) - ZU(‘71‘7102‘72>752 59,52 82,<a’10’3)

-~ 3y, 52 0
Z oo 020252) 59,55 827<U/10é)

2. svD ZU Gl il gl
(‘7103)751 2

/ /
S$1581 sl,(o20232) 89559 52,(0103)
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4. Zeitentwicklung

Zusammen mit der Identitit am Platz vier folgen hieraus die Eintrage W77 des MPO,

der e~™Mt reprasentiert:

WU1‘7/1 _ U( S[l]

1,51 010/1)781 51>51

oy0l (1] ] (2]
512,322 - 551751‘/;1,<020582) 552782
BN

.o .o .
Wl’zl o= .[1711 t = 50“0; Vi > 3.

Fiir einen beliebigen Platz ¢ der physikalischen Kette wird der Zeitentwicklungsoperator

Z; in vier Tensoren mit Rang vier zerlegt:

B ’ ’ / /
Z[l] _ ”7‘721—1022'71”702,'02,' ”ra2i+1a2¢+1”7‘72¢+2‘72¢+2
(U ol. ,o,.0f ) (o o ) o 1,84, Soi 1480: " 80,1 1,1
2i—192i—-192:924 ))\92i4192i+1 St 1.59 2i—1 2i—1772¢ 21
— 1

— W[i,a]W[i,b}W[i,c}W[i,d] _ W[i,abcd].

t

Die Operatoren e~ iHzeraaet ypd e~iHungeradet kdnnen nun entsprechend als MPO gebildet

werden:

e*l’HungeradeAt — W[lvade}W[Bvade] e 44

e—iﬁgemdeAt _ ]01‘7/1 1020éw[2,abcd}w[47abcd] e (45)

Da das Zeitintervall At in die Berechnung der Tensoren W< einflieft, aber bei der
Bestimmung der Zeitentwicklunsoperatoren feststehen muss, ist es auf der linken Seite
der Gleichung (4] zu sehen, auf der rechten aber nicht mehr.

Am Ende eines MPO muss, wie in Kap. beschrieben, ein Zeilenvektor stehen. Daher

muss ein Tensor W lhabed]

immer komplett verwendet werden. Das bedeutet, dass bei
einer Kette mit ungerader Anzahl physikalischer Plitze die Tensoren W4 und WY
Identitatsoperatoren sind.

Dem hier beschriebenen Verfahren folgend miissen die MPO einmalig fiir verschiedene
Zeitintervalle At entsprechend der gewéhlten Trotter-Zerlegung aufgestellt werden, um

einen Zustand dann in der Real- bzw. Imaginarzeit entwickeln zu konnen.
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4. Zeitentwicklung

4.5. Zeitriickentwicklung

Da die Verschrankungsentropie (s. B2Z2) und damit die benétigte Dimension der Ma-
trizen y der MPS wéhrend der Zeitentwicklung bei festgehaltenem vernachléassigten Ge-
wicht monoton steigt, ist es nicht moglich, beliebig lange Zeiten bzw. beliebig kleine
Temperaturen zu erreichen. In [33] haben Christoph Karrasch et al. festgestellt, dass die
Eichfreiheit im Behelfsrau genutzt werden kann, um die Verschrankungsentropie zu
reduzieren. Hierzu wird die Zeitentwicklung, die im physikalischen Raum durchgefiihrt
wird, mit umgekehrtem Vorzeichen auf den Behelfsraum angewandt.

Trotz der zuséatzlichen Anwendung von Operatoren ist dieses Vorgehen sinnvoll, da sich
eine Steigerung der Verschrankungsentropie starker auf den Rechen- und Speicherauf-
wand auswirkt als der Rechenaufwand des Anwendens zusétzlicher Operatoren.

In Abb. ist der Realteil der Spin-Korrelationsfunktion (S7% (¢)S3 (0)) fiir eine Spin-3
Heisenberg-Kette mit 100 physikalischen Platzen bei endliche; Temeeratur einmal ohne
(links) und einmal mit Verwendung der Zeitrickentwicklung (rechts) abgebildet. Zum
Vergleich sind Daten von Christoph Karrasch dargestellt, diese sind selbstverstindlich
unter Verwendung der Zeitriickentwicklung entstanden. Man erkennt, dass durch die
Zeitrickentwicklung ca. 20% langere Zeiten bei geringeren Matrixdimensionen erreicht

werden konnen.

025 T T T T 300 025 T T T T 300
* *
02 4 250 02 4 250
—~
—
2
4 200 015 4 200
e *
. arrasc. N . arrasc. N
C. K h - C. K h
4150 ¢ T o1} N . 4 150 <
ohne Zeitriick- Rl i mit Zeitriick-
entwicklung t\Q/ entwicklung
4 100 Q005 4 100
++++++++++++++++++++++++++++ 50 ol B
iy 0 0.05 LY L L 0
4 t 6 8 10 0 2 4 t 6 8 10

Abb. 4.3.: Spin—% Heisenberg-Modell mit 100 physikalischen Platzen bei T=0.5 ohne (links)
und mit Zeitriickentwicklung (rechts) auf dem Behelfsraum. Die Balken geben mit-
tels der rechten Achse die Dimension der verwendeten Matrizen an, die durch die
Verwendung der Zeitriickentwicklung ca. 33% kleiner sind.

2Die Eichfreiheit besteht darin, dass im Behelfsraum beliebige unitéire Operatoren angewendet werden
konnen.
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5. Observablen

Mit den beschriebenen Methoden ist es moglich, viele verschiedene Observablen eines
Modells zu messen. Bevor in Kap. [l Ergebnisse vorgestellten werden, wird in diesem
Kapitel eine Ubersicht iiber die fiir diese Arbeit interessanten Observablen und ihre
physikalischen Bedeutungen gegeben. Dariiber hinaus wird beschrieben, wie die Erwar-
tungswerte mit der in Kap. [3l und (] beschriebenen Methodik berechnet werden kénnen.
Hierbei ist zu beachten, dass sich Erwartungswerte (O>T immer auf einen Zustand mit

der Temperatur T bzw. der inversen Temperatur [ beziehen:

(O)r = +(¥|OfY) 7.

Dartiber hinaus werden die Observablen nur auf den physikalischen Platzen und nicht
auf den Behelfsplitzen gemessen. Das heifit, dass der Operator O (s. Kap. B4) im Falle

einer zur Leiter erweiterten Kette (s. Kap. A3]) nur auf jedem zweiten Platz wirkt.

5.1. Gesamtmagnetisierung und magnetische
Suszeptibilitat

Die Gesamtmagnetisierung in z-Richtung M ist gegeben durch die Summe der Erwar-

tungswerte der lokalen Spinoperatoren S’f :

Zur experimentellen Bestimmung dieser Grofle gibt es eine Vielzahl von Methoden wie
z.B. den Magneto-optischen Kerr-Effekt [22], die Lorentz-Mikroskopie [77] oder das so-
genannte SQUID (engl.: superconducting quantum interference device) [10, [11].

Die Gesamtmagnetisierung ist von groflem Interesse, da daran Indizien fiir Phaseniiber-
giange abgelesen werden kénnen. So kann innerhalb der Magnetisierungskurve z. B. ein

Plateau entstehen, welches auf eine Energieliicke und somit auf einen Mott-Isolator [44]
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5. Observablen

hinweist oder es sind Spriinge enthalten, die auf einen Phasentibergang erster Ordnung
zwischen verschiedenen magnetischen Phasen deuten. Da man durch die Magnetisie-
rungskurve allein nicht immer alle Informationen iiber die Phasen erhélt, miissen sie mit

weiteren Observablen untersucht werden.

Eine weitere wichtige Grofie ist die isotherme magnetische Suszeptibilitat x(77). Sie

ist definiert als:

oM

X(T,h) = oh

= ({837 — (5.3) /T

h=0

Dabei ist h die Stiarke des magnetischen Feldes. Die folgende Ausfithrung orientiert sich
an [48]. Die Suszeptibilitat stellt eine sogenannte Response-Funktion (engl. response:
Antwort, Reaktion) dar. Sie beschreibt also die Reaktion des Systems auf eine (klei-
ne) externe Anregung, in diesem Fall die Antwort der Magnetisierung auf ein externes
Magnetfeld. Es wird zwischen linearen Materialien und nicht-linearen Materialien unter-
schieden. Fiir lineare Materialien ist die Suszeptibilitat unabhédngig von der Stérke der
externen Anregung, da die Antwort rein linear ist. Fir die nicht-linearen Materialien ist
die Suszeptibilitat abhdngig von der Anregung. Unabhéngig von dieser Einteilung hat
jedes magnetische Material einen Bereich, in dem die Antwort auf eine Anregung linear
zur Anregung ist. In der Regel befinden sich experimentell realisierbare Magnetfelder
innerhalb dieses Bereichs. Eine Ausnahme hiervon ist z. B. die Hysterese, bei der schon
relativ kleine Magnetfelder ausreichen, um nicht-lineares Verhalten zu induzieren.

In [17,164] wird die Temperaturabhiangigkeit der magnetischen Suszeptibilitiat des eindi-
mensionalen Heisenberg-Modells entsprechend Abb. 5] mittels des Bethe-Ansatzes fiir
kleine Temperaturen beschrieben. Die Haupteigenschaften sind ein Maximum bei der
Temperatur T' ~ 0.64J und ein exponentiell schneller Abfall im Bereich sehr kleiner

Temperaturen auf x(0) = W—12, der fiir das Spin—% Heisenbergmodell mit

1 1

T) ~
X~ s S (T T

und Ty =~ 7.7J im Bereich 0 < T < 0.1J beschrieben werden kann [17]. Dariiber hinaus
ist der analytische Wert bei T' = 0 mit einem Kreuz eingezeichnet.
Betrachtet man die inverse magnetische Suszeptibilitat x~(7') [48], so fillt das nahezu

lineare Verhalten fiir groie 7' (T'J > 5) auf, welches durch
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0.14

I x

0.12

0.1

T/

Abb. 5.1.: Verlauf der magnetischen Suszeptibilitit fiir kleine Temperaturen 7. Zu erkennen
sind ein exponentieller Abfall fiir sehr kleine T und ein Maximum bei ca. T = 0.64.J.
Bei T = 0 ist die Suszeptibilitit x(0) = 2 eingezeichnet. (Aus [17])

2

mit der Curie-Konstante C' und der Curie-Temperatur T beschrieben werden kann.

5.2. Spin-Strukturfaktor

Analog zur Bestimmung des Strukturfaktors eines Kristalls mittels Rontgenstreuung
kann der Spin-Strukturfaktor mittels Neutronenstreuung im Experiment bei unterschied-
lichen Temperaturen bestimmt werden [38; 160, |74, [76]. Dieser beschreibt die Ordnung
der Spin-Zusténde innerhalb eines Festkorpers.

Im Spezialfall (T" = 0) existiert eine analytische Losung zur Bestimmung des Spin-
Strukturfaktors fiir das eindimensionale Heisenberg-Modell mittels des Bethe-Ansatzes
[7,145]. In Abb. sind die daraus erhaltene obere und die untere Grenze des sogenann-

ten Spin-Wellen-Kontinuums, in dem sich die Spin-Wellen aufhalten [45], im Impuls-
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5. Observablen

Frequenz-Raum abgebildet. Es ist zu erkennen, dass durch ein externes Magnetfeld eine
Liicke am Punkt k = 7 mit der Grofle des Magnetfeldes h* entsteht. Gleichzeitig schlie-
Ben sich die Liicken an den Punkten k = 7 4+ 270 (h) (s. Gl (51)). Betrachtet man dies
im Modell spinloser Fermionen (s. Kap. [Z3]), so kann der Fall ohne Magnetfeld auf den
Fall der halben Fiillung abgebildet werden und der Fall mit Magnetfeld auf eine entspre-
chend hohere Fiillung. Der k-Wert, bei dem keine Liicke vorhanden ist, stellt somit die
Fiillung dar.

Die Grenzen sind im Fall h* = 0 gegeben durch [45]:

a(k) = g|mnug| (5.1)

ﬂn(%)’. (5.2)

Im Falle eines endlichen Magnetfeldes h findet man [45]:

(5 ott) -

e(k) = w

=.
=

€1, unten(ka h) = 2D(h)

o |

~
(@]
@}
n

€1, oben(k, h) = 2D(h)si

w0
=
=
P

o |
N—————
—~
ot
=
SN—

€2, unten(k, h) = 2D(h) |sin (g) cos (g + ﬂU(h))‘ (5.5)
€9, oben(ka h) = €, unten(ka h) (56)
mit
1 1
a(h)%—arc&n( — W) fir 0<h <2 (5.7)
s 1-— b) + h
und

Es ist leicht einzusehen, dass aus den Gleichungen und £.4] im Limes A — 0 im
Bereich 0 < k < 7 die Gleichungen [B.1] und folgen.
Ein Weg, den Spin-Strukturfaktor SXX'(k, w) zu bestimmen, ist die Berechnung von Spin-
Korrelationsfunktionen

Co (it j,¥) = (SXOSY (1)) (5.8)

und deren Fourier-Transformierte. Hierbei geben die Indizes y und x’ an, welche Spin-
Korrelationsfunktion jeweils betrachtet wird. Primér wird hierbei zwischen der longi-

tudinalen (S7(¢)S7(t')) und einer transversalen (S;(t)S; (t')) Spin-Korrelationsfunktion
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Abb. 5.2.: Obere und untere Grenze des Spin-Wellen-Kontinuums im Impuls-Frequenz-Raum.
(Nach [45])

unterschieden. Innerhalb dieser Arbeit werden fiir die Spin-Korrelationsfunktionen au-
Berdem t' = 0 und j = L/2 gesetzt.

Numerisch konnen Spin-Korrelationsfunktionen beispielsweise mittels Quanten-Monte-
Carlo-Simulationen [23] oder der DMRG [4, 120, 52, [75] bestimmt werden. Bei der Be-
rechnung der Spin-Korrelationsfunktion C,,/(3, ¢, j, t') muss zusatzlich zum Zustand |¢) 3
der Zustand |¢g)(t') = S]Xl(t' )|¢p) zeitentwickelt werden.

Um aus den numerisch gewonnen Spin-Korrelationsfunktionen Spin-Strukurfaktoren zu

erhalten, miissen diese in den Impuls-Frequenz-Raum transformiert werden:
, 1 [ : : ,
S (k,w) = L e Y S5 (0).

Hierbei hingt die Auflosung Aw lediglich von der erreichten Zeit t¢,,., ab, wahrend die

Grofle der Zeitschritte At lediglich die maximale Frequenz wy,.y einschrankt.
Hierzu folgt ein kleiner Exkurs zur diskreten Fourier-Transformation [53]: Die diskrete

Fourier-Transformierte F(f(t),w,) einer Funktionf(t), die durch N Stutzstellen ¢, =
kAt mit k£ = 0,... N beschrieben wird, ist gegeben durch:

N-1
F(f(t),wn) = ALY f(ty)e?m N,
k=0

wobei w, = 2m+%; mit n = 0... N die Diskretisierung der Fourier-Transformierten ist.
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5. Observablen

Entsprechend ist die Differenz

n n+1 2
Wp — Wpi1 = 2T — 21 .

NAt NAt NAt

und damit die Auflésung in w nur von der maximal erreichten Zeit t,,,, = NAt abhéngig.

Da insbesondere kleine Frequenzen w von Interesse sind, méchte man grofle Zeiten
erreichen, also moglichst grofie Zeitschritte verwenden. Allerdings ist z. B. der Trotter-
fehler eine Potenz des Zeitschrittes, weshalb der Zeitschritt nicht zu grofl gewahlt werden
darf. Typische Zeitschritte liegen daher im Bereich von At = 0.01...0.2.
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6. Implementierung

Um ein tieferes Verstdndnis fiir die in Kap. [3lund d] beschriebenen Methoden zu erlangen
und um eine eigene Code-Basis zu haben, die unabhéngig von bisherigen Implementatio-
nen ist, wurde ein eigenes MPS-basiertes Simulationsprogramm von Grund auf in C++

implementiert. Diese Implementation erstreckt sich derzeit tiber ca. 5800 Zeilen.

6.1. Programmablauf

In Abb. [6.1] ist der Ablauf des Simulationsalgorithmus skizziert. Zu Beginn wird der
maximal verschrankte Zustand, wie in Kap. beschrieben, in Form eines MPS erstellt.
Dariiber hinaus werden die MPOs der einzelnen Trotterschritte (s. Kap. 4.1 und [£.4))
sowie alle fiir die Messungen notwendigen MPOs (S*, S*,S7,...) erzeugt.

Im néachsten Schritt wird die Imaginarzeitentwicklung durchgefiihrt. Hierzu wird zu-
nachst der erste Trotter-MPO auf den maximal verschrankten Anfangszustand ange-
wandt. Dann wird der Zustand komprimiert (s. Kap. B.Z2) und der néchste Trotter-
MPO auf den komprimierten Zustand angewandt. Dies wird wiederholt, bis alle Trotter-
MPOs eines Imaginérzeitschrittes angewandt wurden. Dann kénnen beliebige Messungen
(s. Kap. B4) durchgefithrt werden. Um die Temperatur des Zustands weiter zu senken,
wird eine erneute Anwendung des ersten Trotter-MPOs auf den bereits entwickelten Zu-
stand begonnen.

Ist die gewiinschte Temperatur erreicht, werden neue Trotter-MPOs sowohl fiir die Real-
zeitentwicklung als auch fir die Realzeitriickentwicklung (s. Kap. A1) im Behelfsraum
erzeugt. Dariiber hinaus ist es notwendig, zuséitzliche Zustédnde fir die Korrelations-
funktionen zu erzeugen (s. Kap.[5.2)). Schliefllich wird erneut die Schleife aus Anwenden
der Operatoren, Komprimieren und Messen durchgefiihrt, bis die gewiinschte Zeit #;ax

erreicht ist.
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Initialisierung des Zustandes (s. £3) und der Trotter-
MPOs fiir die Imaginarzeitentwicklung (s. 4.1l [4.4)

l

Anwenden des nachsten

Trotter-MPOs (s. B.3))

nein

% Z|p)

Kompression des neu-

en Zustandes (s. 3.2.2))

|

Alle
Trotterschritte
durchgefithrt?

[ Messen der Observablen (s. B.4)) ]

i

Gewlinschte Zeit
bzw. Temperatur
erreicht?

5

Wurde die

nein

Erzeugen der zu-
sitzlichen Zustande
fur die Korrelations-

funktionen (s. [.2])
und Initialisieren
der Trotteropera-
toren fiir die Real-
zeit(riick)entwicklung

(s- &.5)

nein

gewiinschte Zeit
tmax €rreicht?

ja

[ Programmende ]

Abb. 6.1.: Schematischer Programmablaufplan
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6. Implementierung

6.2. Scientific Parallel Algorithms Library (SciPAL)

Um eine tibersichtlichere Implementierung zu erhalten, wurde in Betracht gezogen, die
Matrix-Bibliothek SciPAL (entwickelt von Stephan Kramer, MPI fiir biophysikalische
Chemie/Universitat Gottingen und Johannes Hagemann, Universitat Gottingen) zu ver-
wenden. Diese arbeitet konsequent mit Expression-Templates [67], welche eine Weiter-
entwicklung von Operator-Uberladungen darstellen und somit den Quellcode deutlich
iibersichtlicher machen. Mit Hilfe von Expression-Templates wird dartiber hinaus in be-
stimmten Fallen das Anlegen von temporiren Kopien (von Objekten, z.B. Matrizen)
verhindert.

SciPAL stellt zwei Wrapper fir die ,Basic Linear Algebra Subprograms® (BLAS) bzw.
das ,Linear Algebra PACKage* (LAPACK) [2] zur Verfiigung. Zum einen kann sie so-
wohl gegen die Fortran-Version als auch gegen die ,Math Kernel Library“ (MKL) von
Intel gelinkt werden. Zum anderen unterstiitzt sie die GPU-basierte ,,Compute Unified
Device Architecture (CUDA)-BLAS von Nvidia. Dies wurde als grofier Vorteil erachtet,
da es somit in absehbarer Zukunft moglich wére, die Simulationen auf Grafikkarten zu
portieren.

Nach eingehender Begutachtung des vorhandenen Codes und der testweisen Einbindung
der Bibliothek in das bisherige Programm wurde ersichtlich, dass die Bibliothek noch
weiterentwickelt werden muss, da verschiedene benotigte Methoden, z. B. die SVD, noch
nicht implementiert sind. Darauthin wurde das Einbinden vorerst unterbrochen. Zu ei-
nem spateren Zeitpunkt sollte die Verwendung und ggf. die Weiterentwicklung erneut

gestartet werden.
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7. Ergebnisse

In diesem Kapitel soll eine Ubersicht iiber die Ergebnisse gegeben werden. Zunichst
werden dazu Magnetisierungskurven vorgestellt. AnschlieBend wird der Verlauf der ma-
gnetischen Suszeptibilitat fiir kleine Temperaturen gezeigt. Danach werden Spin-Korre-
lationsfunktionen fiir verschiedene Temperaturen abgebildet. Mit Ausnahme der Kapi-
tel [[.4.3] und [.4.4] liegt allen Daten eine Spin—% Kette zugrunde. Im Kap. [7.3] werden
schlieBlich Spin-Strukturfaktoren von Systemen mit verschiedenen Magnetfeldern und

unterschiedlichen Spins préasentiert.

7.1. Magnetisierungskurven

In Abb. [[Tsind Magnetisierungskurven einer Heisenberg-Kette bei verschiedenen Tem-
peraturen aufgetragen. Es handelt sich hierbei um einen Antiferromagneten (J = 1)
ohne Anisotropie (A = 1) mit longitudinalem Magnetfeld h* (links) und mit zusétz-
lichem alternierenden transversalen Magnetfeld h? = (—1)" - 0.083h* (rechts), welches
eine DM-WW représentiert (s. Kap. 2.2)). Wahrend fiir die Magnetisierungskurven auf
der linken Seite Ketten mit 20 Pliatzen berechnet wurden, sind fiir die Kurven auf der
rechten Seite lediglich zehn Plitze verwendet worden. Die Magnetisierungskurven bei
T = 0 wurden jeweils mit Codes von Salvatore Manmana angefertigt.

Man erkennt, dass die Sattigung bei hohen Temperaturen spéter einsetzt als bei niedrigen
Temperaturen. Dies liegt daran, dass bei hohen Temperaturen die thermischen Fluktua-
tionen hoher sind, welche der Ausrichtung der Spins am externen Magnetfeld entgegen
wirken. Dariiber hinaus sieht man bei niedrigen Temperaturen (7' < 2) Stufen, die bei
T = 0 ohne h* scharf sind. Im Grenzfall T = 0 kann die Stufenhohe + argumentiert

L
werden: Zunéachst sei fiir diesen Grenzfal der antiferromagnetische Grundzustand

) =TT )

IFiir endliche Temperaturen ist der Zustand iiber die Purifikation auszudriicken und dementsprechend
nicht so kompakt darstellbar.
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Abb. 7.1.: Magnetisierung pro Kettenplatz einer antiferromagnetischen Heisenberg-Kette mit
20 Platzen (links) bzw. zehn Plétzen (rechts) als Funktion des angelegten Magnet-
feldes h* bei verschiedenen Temperaturen 7. Bei hohen Temperaturen benétigt die
Sattigung ein hoheres Magnetfeld, da die thermischen Fluktuationen stérker sind.
Rechts wurde zusétzlich ein alternierendes transversales Magnetfeld in A”-Richtung
aktiviert, um eine DM-WW hinzuzufiigen (s. Kap. 2.2)). Dadurch werden im Fall
T = 0 die Stufen verschmiert und die Sattigung nicht bei h* = 2 erreicht.

einer Kette mit einer geraden Anzahl an Platzen angenommenH Wird nun ein Spin vom

Magnetfeld umgedreht (|J;) — [1:)), so andert sich die Gesamtmagnetisierung M um
AM = (1; [S7[1a) — (i [S7[a) = 1.

Entsprechend andert sich die Magnetisierung pro Kettenplatz um % Fiir endliche Tem-
peraturen ist die Argumentation analog, jedoch werden die Stufen durch die thermische
Fluktuation verschmiert. Im thermodynamischen Limes L — oo sind die Stufen entspre-
chend nicht mehr vorhanden, d. h. der Verlauf wird glatt.

Fir die Temperatur T" = 2, bei der die Stufenbildung nicht sichtbar ist, sieht man in
beiden Féllen von Abb. [[.Tlim Bereich geringer Magnetfeldstéarke ein lineares Verhalten,
welches sich fiir grofle Magnetfeldstirken in ein asymptotisches Verhalten andert. Bei der
hohen Temperatur 7' = 6.6 (Abb. [[T] links) ist tiber nahezu den gesamten dargestellten
Bereich lediglich das asymptotische Verhalten sichtbar, welches bei niedrigen Tempera-
turen lediglich im Bereich der Sattigungsmagnetisierung zu sehen ist.

Wahrend das zusatzliche — deutlich niedrigere — Magnetfeld in x-Richtung bei endlichen
Temperaturen nahezu keine Auswirkung hat, da es von der thermischen Fluktuation
tiberdeckt wird, ist die Magnetisierungskurve bei T = 0 stark verdndert. Zum einen

sind die scharfen Stufen stark ausgeschmiert und zum anderen ist das System bei der

2Die Beschrinkung auf Ketten mit einer geraden Anzahl von Plitzen ist notwendig, damit die Ge-
samtmagnetisierung im Grundzustand null betragt.
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7. Ergebnisse

urspriinglichen Séttigungsmagnetisierung h* = 2 nicht saturiert. Um eine Erklédrung im

Ubergang T'= 0 — T > 0 zu erhalten, sind weitere Arbeiten notig.

7.2. Magnetische Suszeptibilitat

Die magnetische Suszeptibilitdt unterschiedlich langer Heisenberg-Ketten ist in Abb.
gegen die Temperatur aufgetragen. Zusétzlich ist die analytische Losung mittels des Be-

the-Ansatzes durch Daten von Andreas Klimper eingezeichnet.

0.16 T T T T

L=20 ——
L=30

0.15 | L 50 e
L= 100

0.14 | Bethe-Ansatz -—-- o

0.13

> 012 |

0.11 ¥

0.1

0.09

0.08 | | | | X

0 0.5 1 1.5 2 2.5

T/J
Abb. 7.2.: Magnetische Suszeptibilitit unterschie/dlich langer Heisenberg-Ketten. Bei der Be-
rechnung wurde ein imagindrer Zeitschritt At = 0.005¢ gewahlt. Zum Vergleich ist
die Bethe-Ansatz-Losung durch Daten von Andreas Kliimper [35] eingezeichnet.
Der finite-size-Effekt ist insbesondere bei kleinen Temperaturen stark ausgeprégt.

Es ist zu erkennen, dass die Abweichungen der einzelnen Datenreihen vom Bethe-Ansatz
fiir Temperaturen T < 2 sehr stark von der Anzahl der verwendeten Kettenplatze ab-
hdngt. Dieser sogenannte finite-size-Effekt ist besonders bei sehr kleinen Temperaturen
ausgepragt, da die Korrelationslidnge &, welche ein Maf} fiir die Reichweite der Korrela-
tionen ist, mit sinkender Temperatur steigt.

Da die Berechnung der magnetischen Suszeptibilitat fiir niedrige Temperaturen immer
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aufwendiger WiI‘dH, sind die Daten in diesem Bereich, insbesondere bei ldngeren Ketten,
nicht vorhanden. Bei den kiirzeren Ketten erkennt man allerdings fiir kleine Temperatu-
ren einen exponentiell schnellen Abfall, welcher qualitativ dem Bethe-Ansatz entspricht,
jedoch wegen dem finite-size-Effekt hinsichtlich Position und Grofle stark abweicht.

Um zu zeigen, dass der beschriebene finite-size-Effekt nicht methodenspezifisch ist, ist
in Abb. die magnetische Suszeptibilitat der Heisenberg-Kette mit 20 Platzen zusam-
men mit Daten von Alexander Tiegel, welche mit einem anderen Verfahren (Lanczos-
Zeitentwicklung [21, 40]) aber den gleichen Parametern ermittelt wurden, aufgetragen.

Es ist zu erkennen, dass die Daten sich um deutlich weniger als 0.1% unterscheiden.

0.16 T T T T T

0.14

0.12 |

53
\ 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6 0.62 0.64 0.66 0.68 0.7
> o1f .

0.08 | AN 4

0.06 -

Lanczos

) I | 1 1 1

3
T/J

Abb. 7.3.: Magnetische Suszeptibilitit einer Heisenberg-Kette mit 20 Plitzen. Vergleich der
MPS-Ergebnisse mit den Daten von Alexander Tiegel (Lanczos-Zeitentwicklung):
Es ist eine sehr gute Ubereinstimmung sichtbar.

3Wihrend der Imaginérzeitentwicklung wird die Temperatur von T = 1/8 = oo in Schritten von
Ap = const gesenkt. Entsprechend miisste A5 — oo oder unendlich viele Schritte berechnet werden,
um 7" = 0 zu erreichen. Da die Schrittweite aber wegen des Trotter-Fehlers nicht beliebig grofl gewahlt
werden darf, ist es aufwendig niedrige Temperaturen zu erreichen.
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7.3. Spin-Korrelationsfunktion

Auf der linken Seite von Abb. [[4]ist die Spin-Korrelationsfunktion C,.(L/2,t) (s. Gl
(58)) einer Heisenberg-Kette mit 40 Plitzen abgebildet. Auf der rechten Seite ist die
Spin-Korrelationsfunktion C,(0,¢,0,0) aus [58] dargestellt, welche mittels der TMRG
[59], einer Variante der DMRG fiir endliche Temperaturen, bestimmt wurde. Hierbei

handelt es sich ebenfalls um eine Heisenberg-Kette, allerdings im thermodynamischen

Limes.
S VEASE
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Abb. 7.4.: Vergleich von Spin-Korrelationsfunktionen einer Heisenberg-Kette mit 40 Plitzen
und offenen Randbedingungen (links, eigene Rechnung) sowie im thermodynami-
schen Limes (rechts, aus: [58]).

Im Hauptdiagramm ist jeweils der Realteil und in der Einfiigung rechts oben jeweils
der Imaginérteil der Spin-Korrelationsfunktion dargestellt. Im Vergleich erkennt man,
dass die Daten quantitativ iibereinstimmen. Allerdings sind die Temperaturen um einen
Faktor vier unterschiedlich. Dies ist vermutlich darauf zuriickzufithren, dass fiir diese
Arbeit die Spinoperatoren SX = %O’X anstelle der Paulimatrizen o; verwendet wurden,
wodurch sich die Beschreibung der Temperatur verandert. Dariiber hinaus ist eine kleine
Abweichung des Verlaufs bei der Temperatur 7' = 8 zu sehen, deren Herkunft noch nicht

eindeutig geklart ist.

7.4. Spin-Strukturfaktor

Wie in Kap. beschrieben, kann aus der Spin-Korrelationsfunktion mittels der Fouri-
er-Transformation der Spin-Strukturfaktor bestimmt werden. Im Folgenden sind einige

auf diesem Weg berechnete Spin-Strukturfaktoren présentiert.
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In Abb. [[Hlist der Spin-Strukturfaktor einer Heisenberg-Kette mit 30 Platzen und einem
Magnetfeld h* = 1.0 bei einer Temperatur T' = 1.0 abgebildet. Auf der rechten Seite
sind zum Vergleich Daten von Alexander Tiegel mit einer Verbreiterung von n = 0.2 zu
sehen, die mittels einer Frequenzraummethode berechnet wurden. Dariiber hinaus sind
in beiden Diagrammen die Grenzen des Spin-Wellen-Kontinuums (s. Kap.[5.2) fiir 7= 0

und h* = 1.0 eingezeichnet. In dieser Gegeniiberstellung fallt die geringe Intensitatsdif-

1 4 1

g
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w

0.001
0.0001

0.0001 le-05

0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

Abb. 7.5.: Spin-Strukturfaktor einer Heisenberg-Kette mit 30 Plitzen und einem Magnetfeld
h* = 1.0 bei einer Temperatur 1" = 1.0. Auf der rechten Seite sind Daten abgebildet,
die mittels einer Frequenzraummethode von Alexander Tiegel berechnet wurden.
Diese wurden mit einer Verbreiterung n = 0.2 versehen. In beiden Diagrammen sind
die Grenzen des Spin-Wellen-Kontinuums (s. Kap. 52) fiir T' = 0 eingezeichnet.

ferenz innerhalb der linken Darstellung auf. Dies kann an der zu geringen w-Auflésung
liegen. Auflerdem ist im linken Bild im Bereich k£ = 7 ein geringer Abfall der Intensi-
tat in den hohen Frequenzbereich (oberhalb der Grenze des Spin-Wellen-Kontinuums)
zu sehen, welche durch die geringe Systemgrofie und die nicht vorhandene zusétzliche
Déampfung zu erklaren ist. Dariiber hinaus wurde im rechten Diagramm anstelle der
Fourier-Transformation eine Sinus-Transformation [8] durchgefiihrt, wodurch die Dar-
stellung quantitative Unterschiede aufweisen kann und keine Werte fiir £ = 7 liefert.

Abb. zeigt die Zeitentwicklung der Spin-Korrelationsfunktion (links) und den via
Fourier-Transformation erhaltenen Spin-Strukturfaktor (rechts) einer Heisenberg-Kette
mit 20 Platzen bei einer Temperatur 7" = 0.2, zusammen mit den Grenzen des Spin-
Wellen-Kontinuums (s. Kap. B.2]) bei 7' = 0. Zum Vergleich ist in Abb. [[.7 der Spin-
Strukturfaktor mittels exakter Diagonalisierung mit einer Verbreiterung n = 0.05 von
Andreas Honecker dargestellt. Die grolen Blocke auf der rechten Seite der Abb. er-
klaren sich dadurch, dass nur bis zu einer Zeit t,,,x = 20 gerechnet wurde, weshalb die
maximale w-Auflésung Aw = 27/20 =~ 0.3 betrigt (s. Kap. B.2). Die Abstrahlung, ins-
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Abb. 7.6.: Zeitentwicklung der Spin-Korrelationsfunktion (links) und Spin-Strukturfaktor
(rechts) fiir eine Heisenberg-Kette mit 20 Platzen ohne Magnetfeld bei T' = 0.2.
Zusitzlich sind die Grenzen des Spin-Wellen-Kontinuums (s. Kap. 5.2) fir T'= 0
eingezeichnet. Da nicht genau in der Systemmitte gemessen wird, ist im linken Bild
keine absolute Symmetrie um die Mitte zu sehen. Daraus resultiert die Asymmetrie
im rechten Bild.
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Abb. 7.7.: Vergleichsdaten des Spin-Strukturfaktors einer Heisenberg-Kette mit 20 Plitzen

bei T = 0.2, erstellt mit exakter Diagonalisierung von Andreas Honecker.

besondere bei k = 7 in hohen Frequenzen w, sind wieder dem relativ kleinen System und
den offenen Randbedingungen geschuldet, da die Spinwelle an den Randern reflektiert
wird und sich somit Interferenzen bilden. Die Asymmetrie des Spin-Strukturfaktors bzgl.
der Achse k = 7 ist durch die systembedingte Asymmetrie der Spin-Korrelationsfunktion
und die geringe Systemgrofie zu erkléren. Abgesehen von der Asymmetrie und der etwas
geringer ausfallenden Intensitédtsdifferenz entspricht der ermittelte Spin-Strukturfaktor
den Vergleichsdaten in Abb. [T.7]

Wird ein Magnetfeld ~A* hinzugefiigt, so verschiebt sich das Spin-Wellen-Kontinuum wie
in Kap. beschrieben. Dies ist in Abb. fir h* = 1.0 (oben) und hA* = 2.0 (un-
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ten) dargestellt. Betrachtet man diese Punkte in der Magnetisierungskurve [Z1] (links),
so sieht man das die Magnetisierung bei h* = 1.0 noch fast im linearen Bereich istﬁ,
wahrend sie bei h* = 2.0 beinahe saturiert ist. Dies lasst sich auch in Abb. (un-
ten rechts) erkennen, da die Spin-Wellen-Kontinua zusammenfallen. Im Bereich hoherer

Magnetfelder, die hier nicht dargestellt sind, ist keine Struktur mehr sichtbar.
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Abb. 7.8.: Zeitentwicklung der Spin-Korrelationsfunktion (links) und Spin-Strukturfaktor
(rechts) fiir eine Heisenberg-Kette mit 20 Plitzen und Magnetfeld h* = 1.0 (oben)
bzw. h* = 2.0 (unten) bei T" = 0.2. Zusétzlich sind die Grenzen des Spin-Wellen-
Kontinuums (s. Kap. [(.2)) fiir T = 0 eingezeichnet.

7.4.1. Alternierendes Feld h*

Mo6chte man eine DM-WW hinzufiigen, so kann dies in einer Dimension tiber ein alter-
nierendes Feld in z-Richtung realisiert werden (s. Kap. [Z2). Wie in Kap. [Tl gezeigt,
verdndern sich die Magnetisierungskurven fiir endliche Temperaturen durch ein alternie-
rendes Magnetfeld h* nicht sehr stark. An dieser Stelle soll daher der Spin-Strukturfaktor

4Hierzu miissen die Stufen, die durch die endliche Gré8e des Systems entstehen, vernachlissigt werden.
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7. Ergebnisse

einer Heisenberg-Kette mit DM-WW betrachtet werden. In den Abb. sind die Spin-
Korrelationsfunktion (links) und die mittels Fourier-Transformation bestimmten Spin-
Strukturfaktoren (rechts) einer Kette mit 20 Platzen und drei unterschiedlichen Ma-
gnetfeldstarken h* = 1.0,2.0,2.5 und h¥ = (—1)"-0.083h7 bei einer Temperatur T' = 0.2
abgebildet. Fir h* < 2.5 wurden erneut die Grenzen des Spin-Wellen-Kontinuums (s.
Kap.5.2)) eingezeichnet. Fiir h* > 1 wurde dariiber hinaus das Kosinusband [23] mit der
Dispersionsrelation E(k) = cos(k) + h* — 1 eingezeichnet. Zunéchst fallt auf, dass der
Spin-Strukturfaktor fiir ~* = 1.0 in Abb. sehr stark dem in Abb. dhnelt. Dies
lasst sich erneut mit der geringen Stérke des Magnetfeldes h” erkléren, da es im Fall
endlicher Temperaturen in der thermischen Fluktuation untergeht. Im Fall der nahezu
vollsténdigen Magnetisierung (h* = 2.0) sieht man in Abb. im Vergleich zu Abb.
den Ubergang zwischen dem Spin-Wellen-Kontinuum und einem Kosinusband. Bei
starkeren Magnetfeldern ist dieses Kosinusband ausgepréigter und o6ffnet bei £ = 7 eine
Liicke der Grofle h* — 2. Dies ist in Abb. im Bild rechts unten dargestellt.

In Abb. [[.10] ist der Spin-Strukturfaktor einer Heisenberg-Kette mit zehn Platzen und
Magnetfeldern h* = 2.0, h? = (—1)" - 0.083h% bei T = 0 mittels Lanczos-Rechnung von
Alexander Tiegel dargestellt. Anstatt allerdings die Grenzen des Spin-Wellen-Kontinu-
ums fir h* = 2.0 einzuzeichnen, wurden sie fiir h* = 1.948 eingezeichnet. Dies entspricht
der Magnetfeldstarke, bei der die Magnetisierung der Heisenberg-Kette mit Magnetfeld
h* den Wert der Magnetisierung der Heisenberg-Kette mit den Magnetfeld A* und h*
annimmt. Es scheint also, als ob das zusédtzliche Magnetfeld h* bei T" = 0 deutliche

Auswirkungen auf die Sattigungsfeldstéirke des Systems hat.

7.4.2. Detailanalyse £k =7

Um die Auswirkung der bereits angesprochenen Asymmetrie der Spin-Korrelationsfunk-
tion auf den Spin-Strukturfaktor zu untersuchen, werden in diesem Kapitel die Spin-
Korrelationsfunktionen C'(i,t, L/2,0) rechts von der Mitte und C(i, ¢, L/2 — 1,0) links
von der Mitte des Systems ausgewertet.

Die Spin-Strukturfaktoren einer Heisenberg-Kette mit 20 Platzen bei T' = oo, die mittels
einer Berechnung mit der Schrittweite At = 0.1 bestimmt wurden, sind in Abb. [[.T1] zu-
sammen mit dem Spin-Strukturfaktor mit einer Schrittweite At = 0.02 abgebildet. Beide

°Da eine kontinuierliche Folge von Bildern an dieser Stelle schwierig ist, sei auf eine animierte Ver-
sion verwiesen: http://www.theorie.physik.uni-goettingen.de/~thomas.koehler/ma_
thesis
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Abb. 7.9.: Zeitentwicklung der Spin-Korrelationsfunktion (links) und Spin-Strukturfaktor
(rechts) fiir eine Heisenberg-Kette mit 20 Pldtzen und Magnetfeldern h* =
1.0,2.0,2.5 (von oben nach unten) und h?¥ = (—1)* - 0.083h* bei T = 0.2. Die
Grenzen des Spin-Wellen-Kontinuums sind identisch zu Abb. Dariiber hinaus
ist das Kosinusband mit der Dispersionsrelation E(k) = cos(k) 4+ h* — 1 eingezeich-
net. ﬁ Keine der hier gezeigten Rechnungen hat bei einem vernachlassigten Gewicht
von € = 1079 grofere Matrixdimensionen als x = 500 benétigt. Entsprechend war
es moglich diese innerhalb von ca. zwei Tagen durchzufiihren.

Spin-Strukturfaktoren wurden mit der Kettenlinge L multipliziert. Es ist zu erkennen,

dass sich die Spin-Strukturfaktoren in weiten Teilen entsprechen. Die Spin-Strukturfak-
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Abb. 7.10.: Spin-Strukturfaktor einer Heisenberg-Kette mit zehn Plitzen und Magnetfeldern
h* = 2.0, h¥ = (—1)"-0.083h* bei T = 0. Die Abbildung wurde mit Daten einer Fre-
quenzraummethode von Alexander Tiegel berechnet und mit einer Verbreiterung
von 1 = 0.02 versehen. Auflerdem sind die Grenzen des Spin-Wellen-Kontinuums
flir h* = 1.948 eingezeichnet.

toren links bzw. rechts von der Mitte unterscheiden sich lediglich im Bereich kleiner
Frequenzen. Dies liegt wahrscheinlich daran, dass die Berechnungen bei unterschiedli-
chen Zeiten abgebrochen werden mussten. Dartiber hinaus ist in diesem Diagramm die
Beziehung zwischen den Zeitschritten und den maximalen abbildbaren Frequenzen gut
dargestellt (s. Kap. B.2]).

In Abb. [[.12sind erneut die Spin-Strukturfaktoren einer Heisenberg-Kette bei T' = oo,
die mittels der Spin-Korrelationsfunktionen links bzw. rechts von der Mitte ermittelt
wurden, abgebildet. In dieser Abbildung sind die Spin-Strukturfaktoren fiir verschiede-
ne Kettenldngen L = 12,16, 20 dargestellt und mit der Kettenldnge L skaliert, um die
Daten vergleichen zu kénnen. Ebenso wie in Abb. [[. 11l sind auch hier hauptsachlich im
Bereich kleiner Frequenzen w grofie Unterschiede zu sehen, die durch unterschiedlich
grofle Zeiten und entsprechend durch unterschiedliche w-Punkte zu erkliren sind. Dar-
iiber hinaus kann die starke Fluktuation im Bereich kleiner Frequenzen damit erklart
werden, dass diese eine deutlich langere Wellenldnge haben und somit starker von der

endlichen Systemgrofie betroffen sind.

7.4.3. Spin-1

Eindimensionale Heisenberg-Ketten mit Spin S = 1 werden auch Haldane-Ketten ge-
nannt dﬂ], da sie die einfachsten Systeme mit einer Haldane-Phase M] sind.

Die Abb. zeigt auf der linken Seite die Zeitentwicklung der Spin-Korrelationsfunk-
tion und auf der rechten Seite den Spin-Strukturfaktor einer Spin-1 Heisenberg-Kette
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S**(k,w) - L

Abb. 7.11.: Vergleich zwischen drei Spin-Strukturfaktoren einer Heisenberg-Kette bei unend-
licher Temperatur. Berechnet aus den Spin-Korrelationsfunktionen: C'(i,¢, L/2,0)
(rechts von der Mitte) mit Zeitschrittweiten von At = 0.02 und C(i,¢,L/2 —1,0)
(links von der Mitte) und C(i,t,L/2,0) (rechts von der Mitte) mit Zeitschrit-
ten von At = 0.1. Die Bezichung zwischen der Gréfle der Zeitschritte und der

S**(k,w) - L

Abb. 7.12.: Vergleich zwischen Spin-Strukturen unterschiedlicher Kettenlingen L = 12,16, 20
einer Heisenberg-Kette bei unendlicher Temperatur, jeweils rechts und links von
der Mitte des Systems. Die Grofle der Zeitschritte betriagt jeweils At = 0.1, wobei
jeweils ein unterschiedliches t,ax vorliegt. Ab w = 3 ist durch die Skalierung mit
der Kettenlidnge eine gute Vergleichbarkeit gegeben. Im Bereich kleiner Frequenzen
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maximalen Frequenz (s. Kap. [5.2) ist gut zu erkennen.
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7. Ergebnisse

mit 20 Plitzen bei unendlicher Temperatur, wobei das vernachlissigte Gewicht e = 10~*

betriagt und keine maximale Matrixdimension y vorgegeben wurde. Zum Vergleich ist

5 T T T 0.7

<SJZ-SZ/2>(t)
w
S*%(k, w)

0.001

Abb. 7.13.: Zeitentwicklung der Spin-Korrelationsfunktion (links) und Spin-Strukturfaktor
(rechts) fur eine Spin-1 Heisenberg-Kette mit 20 Plitzen bei 7' = oo. Durch eine
sehr geringe erreichte Zeit ty,.x ist eine geringe Auflésung und Intensitétsdifferenz
zu sehen. Dafiir ist aber keine Asymmetrie im Spin-Strukturfaktor zu erkennen.
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Abb. 7.14.: Vergleichsdaten des Spin-Strukturfaktors einer Spin-1 Heisenberg-Kette mit zwolf
Platzen bei T' = oo, erstellt mit exakter Diagonalisierung von Andreas Honecker.

in Abb. [[.14]lder Spin-Strukturfaktor mittels exakter Diagonalisierung mit einer Verbrei-
terung 7 = 0.05 von Andreas Honecker dargestellt. Da die bisher erreichte Zeit ¢,,., sehr
klein ist und daher die Spinwelle nicht an den offenen Réandern reflektiert wurde, wirkt
sich die Asymmetrie im Ortsraum nicht auf die Symmetrie im k-Raum aus. Andererseits
ist aus diesem Grund die w-Auflésung und die Intensitédtsdifferenz des Spin-Strukturfak-

tors sehr gering. Im Vergleich mit Abb. [Z.14 kann man von einer guten Ubereinstimmung

45



7. Ergebnisse

sprechen, wenn man die Intensitétsdifferenz, die mehrere Groflenordnungen tiberdeckt,
vernachlassigt. Zwar ist eine erhohte Intensitat fiir w &~ 5 in Abb. zu sehen, diese
ist allerdings wahrscheinlich durch die geringe Auflésung bedingt.

Abbildung entspricht Abb. [[.I3] allerdings mit endlicher Temperatur (7' = 0.5)
und einer deutlich grofleren maximal erreichte Zeit t,,.x. Diese konnte durch die Begren-
zung der maximalen Matrixdimension y = 350 erreicht werden. Die Anzahl der Zustande
pro Platz d wirkt sich mehrfach auf die bei der Kompression verwendeten Matrixdimen-
sionen aus. Zum einen wachsen die Dimensionen der Matrizen vom Rand zur Mitte mit

Potenzen von d, zum anderen werden d Matrizen pro Platz benétigt. Zum Vergleich ist

20 T T T 0.8

<S;Sz/2>(t)
w
S*%(k, w)

0 0.001

Abb. 7.15.: Zeitentwicklung der Spin-Korrelationsfunktion (links) und Spin-Strukturfaktor
(rechts) fiir eine Spin-1 Heisenberg-Kette mit 20 Platzen bei T' = 0.5. Aufgrund
der Reflexionen an den Réndern (links) ist der Spin-Strukturfaktor asymmetrisch.

in Abb. erneut der entsprechende Spin-Strukturfaktor mittels exakter Diagonalisie-
rung mit einer Verbreiterung 7 = 0.05 von Andreas Honecker dargestellt. Auf der linken
Seite der Abb. sieht man, wie die Spinwellen mehrfach an den Randern des Systems
reflektiert werden und sich bei t =~ 10 voriibergehend tiberlagern. Entsprechend ist der
Spin-Strukturfaktor asymmetrisch (rechts). Im Vergleich zu Abb. ist die Intensi-
tatsdifferenz deutlich gestiegen, allerdings wird die Intensitatsdifferenz aus Abb.
nicht erreicht. Dartiber hinaus sind in Abb. deutliche Strukturen im Bereich w =~ 4,
welche in Abb. nicht erkennbar sind. Dies liegt vermutlich wiederum an einer zu
geringen w-Auflosung. Gegebenenfalls ist dies aber auch auf ein zu grofles vernachlés-
sigtes Gewicht wahrend der Imaginér- bzw. Realzeitentwicklung zuriickzufithren oder es
handelts sich um finite-size Effekte. Die erwartete Struktur des Spin-Wellen-Kontinuums

ist allerdings zu erkennen.

46



7. Ergebnisse

7=0.5
6
5 10
4 1

3 3

107"
2
1 1072
0 .
0 w2 n 3r/2

k

Abb. 7.16.: Vergleichsdaten des Spin-Strukturfaktors einer Spin-1 Heisenberg-Kette mit zwolf
Plétzen bei T = 0.5, erstellt mit exakter Diagonalisierung von Andreas Honecker.

7.4.4. Spin-2

In Abb. [[I7ist die Spin-Korrelationsfunktion und der Spin-Strukturfaktor einer Spin-2
Heisenberg-Kette mit acht Platzen bei unendlicher Temperatur dargestellt. Bei dieser
Berechnung wurde die maximale Matrixdimension ypm.x = 300 festgelegt, da nur auf

diesem Weg ausreichend lange Zeiten erreicht werden konnten. Zum Vergleich ist in

35 T T T T T T T 0.1 12

10

S2%(k, w)

0.001

0.01

Abb. 7.17.: Zeitentwicklung der Spin-Korrelationsfunktion (links) und Spin-Strukturfaktor
(rechts) fiir eine Spin-2 Heisenberg-Kette mit 8 Plitzen bei T = co. Aufgrund der
haufigen Reflexionen an den Réndern (links) ist der Spin-Strukturfaktor asymme-
trisch und besitzt eine geringe Intensititsdifferenz.

Abb. wiederum der Spin-Strukturfaktor mittels exakter Diagonalisierung mit ei-
ner Verbreiterung 1 = 0.05 von Andreas Honecker dargestellt. Erneut ist die Reflexion

an den Randern der Kette in der Darstellung der Spin-Korrelationsfunktion gut zu er-
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Abb. 7.18.: Vergleichsdaten des Spin-Strukturfaktors einer Spin-2 Heisenberg-Kette mit acht
Platzen bei T' = oo, erstellt mit exakter Diagonalisierung von Andreas Honecker.

kennen. Entsprechend ist die Symmetrie des Spin-Strukturfaktors nicht gegeben und die
Intensitétsdifferenz sehr gering. Wie auch schon im Fall der Spin-1 Heisenberg-Kette ent-
sprechen sich die Spin-Strukturfaktoren in Abb. [[.T7 und qualitativ, unterscheiden

sich aber quantitativ stark.
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In dieser Arbeit wurde der Spin-Strukturfaktor eindimensionaler Heisenberg-Ketten mit
Spin S = %, 1 und 2 betrachtet. Hierbei wurden fiir den Fall S = % auch Ergebnis-
se von Systemen prasentiert, die ein gestaggertes Feld beinhalten, um eine DM-WW
darzustellen (s. Kap. [22). Dartiber hinaus wurden Magnetisierungskurven und der Ver-
lauf der magnetische Suszeptiblitéit der eindimensionalen Heisenberg-Kette bei niedrigen
Temperaturen behandelt. Um diese Ergebnisse zu erhalten, wurden die in Kap. B und
@ beschriebenen Methoden implementiert (vgl. Kap. [f). Es steht somit ein Programm
zur Verfiigung, um weitere Fragestellungen zu behandeln. In erster Linie wurden bereits
bekannte Ergebnisse reproduziert, um zu zeigen das die Implementation erfolgreich war.
Dariiber hinaus konnten Einblicke in die Spin-Struktur unterschiedlich modellierter Ma-

terialien gewonnen werden.

Wie an den Ergebnissen in Kap. [(.4] zu erkennen ist, muss bei der Zeitentwicklung
darauf geachtet werden, dass die Spinwellen nicht an den Réndern reflektieren, da sonst
starke finite-size-Effekte auftreten. Andererseits darf die Zeitentwicklung aber auch nicht
zu frith abgebrochen werden, da man sonst nicht die gewiinschte w-Auflésung erhalt.
Entsprechend muss das System ausreichend grofl gewéhlt werden, was sich wiederum im

Resourcenverbrauch widerspiegelt.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse stellen ausschlieSlich den Fall der Heisen-
berg-Kette dar, obwohl ein Hamiltonoperator implementiert wurde, der mehr Variation
erlaubt (s. Gl. (22) und (2Z3)). Insbesondere die bereits implementierte XXZ-Kette (s.
Kap. 2:2)) wurde bisher nicht untersucht. Dies ist damit begriindet, dass zunéchst ein Re-
ferenzmodell und anschlieBend symmetriebrechende Systeme betrachtet wurden. Auch
die Moglichkeit, Spin-Ketten mit Spins grofler % zu simulieren, wurde bisher nur ober-
flachlich und ebenfalls nur im Heisenberg-Modell ausgenutzt.

Da in dieser Arbeit die Schwerpunkte auf den magnetischen Eigenschaften und den Spin-

Strukturfaktoren lagen, wurde lediglich die magnetische Suszeptibilitit als ein Beispiel
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fiir thermodynamische Groflen prasentiert.

Aufgrund des groflien Optimierungspotentials ist die Entwicklung der Simulationssoft-
ware noch nicht abgeschlossen. So wére der néchste Schritt die Ausnutzung von Symme-
trien (insbesondere die SU(2)-Symmetrie des Heisenberg-Modells), welcher aber iiber den
zeitlichen Rahmen der Masterarbeit hinausgegangen wéare. Auch die bereits angesproche-
ne Verwendung der SciPal und die damit einhergehende Moglichkeit, Grafik-Prozessoren
zu nutzen, sind langerfristige Ziele. Das Aufteilen der Zeitentwicklung fiir die Messung
von Korrelationsfunktionen, wie in [34] beschrieben, stellt eine Optimierungsmoglich-
keit dar, die ggf. kurzfristig implementiert werden konnte. Da dies allerdings nur dann
hilfreich ist, wenn man ausschliellich Korrelationsfunktionen berechnen méchte, wurde
bisher von der Umsetzung abgesehen. Dariiber hinaus stellt der bestehende Code eine
gute Basis fiir die Implementation neuer Entwicklungen wie z. B. der Verwendung von
,minimally entangled typical thermal states* (METTS) [61, [72] als Alternative zur hier

vorgestellten Imaginarzeitentwicklung dar.
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A. Vierte Ordnung Trotter-Zerlegung

In diesem Anhang soll die Reduzierung der 15 Trotter-Teilschritte der Suzuki-Trotter-
Zerlegung vierter Ordnung auf elf Teilschritte hergeleitet werden. Hierzu sei zunéchst

die Trotter-Zerlegung nach [56] angegeben:

e A — (AT (AL) U (At)U(Ato)U (A + O(A)

mlt U(Atz) — efif{ungeradeAti/267iﬁgeradeAti/zefl'f{ungeradeAti/2’ Wobei Atl — AtQ — Atl und
—43

Aty = At — 4At; ist. Der Ubersichtlichkeit halber werden im Folgenden die englischen

Ubersetzungen fiir gerade (even) und ungerade (odd) verwendet. Durch Einsetzen erhilt

man:

e iHAL U(Atl)U(Atg)U(Atg)U(AtQ)U(Atl)+O(At5)

A e At
—iHeyen Aty _ZHoddTl .

— e —iHoqq 22k 2 e
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1 1
At At
1 - 7y 1 1
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A. Vierte Ordnung Trotter-Zerlegung

Im Folgenden sei A =4 — 43

1 1
. . Lag LAt
eszAt — eszodd AT e lHeven A At *ZHodd
LAt Lat

_iI:Iodd A2 e ZHeven AAte_ZHodd

e
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e
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e*lHevenXAte*ZHoddAT + O(At5)

A EN
eszoddAT
Um die Reduzierung zu erreichen, miissen nun , gleichartige“ Operatoren zusammenge-
fasst werden. Dies ist erlaubt, da alle geraden bzw. ungeraden Bondoperatoren mitein-

ander kommutieren (s. Kap. [.1]):
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_iHodd 2A At iﬁeven%A ZHodd QASAt .

(& (&
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Fiir den Fall, das zwischen zwei Zeitschritten keine Messungen durchgefithrt werden,

kann dartiber hinaus der erste und letzte Teilschritt zusammengefasst werden.
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